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У роботі представлена просторова матема-
тична модель процесу гальмування колісного 
трактора Fendt 926 Vario, що включає опис руху 
непідресорених і підресорених мас, модель взаємо-
дії еластичних коліс з опорною поверхнею, яка 
дозволяє досліджувати вплив різноманітних чин-
ників на процес гальмування трактора.
Ключові слова: математична модель, гальму-
вання, колісний трактор.
В работе представлена пространственная 
математическая модель процесса торможения 
колесного трактора Fendt 926 Vario, которая 
включает описание движения неподрессоренных 
и подрессоренных масс, модель взаимодействия 
эластичных колес с опорной поверхностью, позво-
ляющая исследовать влияние разнообразных фак-
торов на процесс торможения трактора.
Ключевые слова: математическая модель, тор-
можение, колесный трактор.
The spatial mathematical model of process of 
braking of the wheeled tractor Fendt 926 Vario is 
presented, which includes description of motion of 
unsprung and sprung the masses, model of co-opera-
tion of elastic wheels with an ground and allows to 
probe influence of various factors on the dynamics of 
process of braking of the wheeled tractor.
Keywords: mathematical model, braking, wheeled 
tractor.
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Вступ
Із року в рік на наших дорогах збільшується кіль-
кість сучасних колісних тракторів, максимальна швид-
кість яких перевищує 40 км/год (Valtra T 191h, MT645C, 
Fendt 926 Vario — 50 км/год, Fendt 936 має дозволену 
максимальну швидкість 60 км/год, Fastrac — 80 км/год).
У зв’язку з тенденціями, що намітилися (збільшення 
кількості тракторів, підвищення швидкостей їх руху), 
необхідно більше уваги приділяти дослідженню процесу 
гальмування колісних тракторів, підвищенню їх керова-
ності та стійкості.
аналіз останніх досягнень  
і публікацій
Дослідженню процесу гальмування тракторів з вико-
ристанням «плоскої» моделі трактора присвячені роботи 
Гуськова В. В., Шепеленка Г. М., Грибка Г. П. та ін. [1—3].
Використання «плоскої» моделі дозволяє розкрити 
фізичну суть процесів і встановити вплив різноманітних 
факторів (конструктивних параметрів) на динаміку галь-
мування трактора. Така модель дозволяє одержати до-
статньо точний якісний опис динаміки трактора за умови 
дії порівняно малих бічних сил.
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Для дослідження процесу гальмування трактора 
з урахуванням впливу непідресорених мас і їх розташу-
вання, дії великих бічних сил, впливу трансмісії та інших 
чинників, необхідно використовувати просторову багато-
масову нелінійну модель трактора.
Мета та постановка задачі
Метою даної роботи є створення комплексної просто-
рової математичної моделі процесу гальмування колісно-
го трактора Fendt 926 Vario, що дозволяє досліджувати 
динаміку трактора при дії великих бічних сил, впливу 
трансмісії та інших чинників. Для досягнення поставле-
ної мети необхідно розробити фізичну модель процесу 
гальмування трактора Fendt 926 Vario, математичну мо-
дель, що включає опис руху непідресорених і підресо-
рених мас, а також модель взаємодії еластичних коліс 
з опорною поверхнею.
просторова математична модель процесу гальмування 
колісних тракторів
В процесі складання математичної моделі прийняті 
наступні допущення і спрощення [1—8]:
 вважаємо остов трактора абсолютно твердим ті-
лом, що має подовжню площину симетрії, деформаціями 
рами на кручення та вигин нехтуємо, що в загальному 
випадку для тракторів не справедливо, але це допущення 
йде в запас розрахункової стійкості трактора;
 координати положення центру непідресорених 
і підресорених мас відлічуємо від положення статичної 
рівноваги;
 вважаємо, що в процесі руху площина колеса 
залишається вертикальною, а поворот мостів в гори-
зонтальній площині при дії різних вертикальних на-
вантажень відсутній (тобто не враховуємо вплив кіне-
матики підвіски трактора), що підвищує розрахункову 
стійкість трактора, але, враховуючи малий статичний 
і динамічний хід підвіски трактора, дане допущення 
право мірно;
 пружні та демпфуючі елементи підвіски вважаємо 
безмасовими, тобто вони характеризуються тільки подат-
ливістю і демпфуванням, а маса елементів віднесена до 
підресореної та непідресореної частин трактора;
 у разі гальмування можна нехтувати силою опору 
повітря зважаючи на мале значення даної величин в галь-
мівному режимі.
Для опису руху трактора із залежною передньою під-
віскою прийнята трьохмасова модель (рис. 1) з десятьма 
ступенями свободи (6 — у підресореної маси, по 2 — 
у кожної осі). Використовуючи рис. 1, згідно принципу 
Даламбера складений математичний опис динамічної 
системи, тобто одержані диференціальні рівняння її ко-
ливань.
Складені диференціальні рівняння руху в рухомій 
системі координат XYZo, жорстко пов’язаній з трак-
тором рис. 1. Початок системи координат знаходиться 
в центрі мас трактора. Вісь ОХ співпадає з подовжньою 
горизонтальною віссю остову і направлена вперед, 
вісь ОY розташована в горизонтальній площині та на-
правлена вліво по ходу трактора, вісь oZ направлена 
вертикально вгору.
Рис. 1.	Розрахункова	схема	трактора
Переміщення підресореної маси трактора щодо коор-
динатних осей X Y Z, , :
X R Mxij
i j
n= −∑
,
;  (1)
Y R Myij
i j
n= ∑
,
;  (2)
Z R MPij
i j
= ∑
,
,  (3)
де R Rxij yij,  — реакції з боку дороги на колеса трактора 
в нерухомій системі координат; i j,  — номери осей 
і бортів трактора (i n=  — правий борт, i l=  — лівий борт, 
j=1  — передня вісь, j= 2  — задня вісь); RPij  — сили, що 
діють від осі на підресорену масу; M  — маса підресореної 
частини остову; Mn  — маса підресореної частини остову, 
передньої та задньої осей трактора.
Початкові умови для рівнянь (1)—(3) приймаємо 
у вигляді:
X Y Z Y Z
X V
0 0 0 0 0 0
0 0
( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) =
( ) =



 

;
.
 (4)
де V0  — початкова швидкість руху трактора.
Поворот підресореної маси щодо координатних осей:
 щодо осі X :
ψ = ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ +


+ ⋅ +
+( )
1
1 1 1 1 2 2
2 2
J
d R d R d R
d R
h Z
x
Pl Pl Pn Pn Pl Pl
Pn Pn
⋅
⋅ ′

∑
M
M
Q
n
ij
ij
δ ;  (5)
 щодо осі Y :
θ = ⋅ ⋅ +( ) − ⋅ +( ) −
−
+( )⋅
⋅ ′∑
1
1 1 2 2J
a R R b R R
h Z M
M
P
y
Pl pn Pl pn
n
Tij
ij

 ;  (6)
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 щодо осі Z :
τ δ δ δ δ= ⋅ − ′ + ′( )⋅ + ′ + ′( )⋅ +
+ ⋅ ′ + ′
1
0 5
1 1 2 2
1 1
J
Q Q a Q Q b
P B P
z
l n l n
Tl T
[
, l Tn TnB P B P B2 2 1 1 2 2− ′ − ′( )] ,  (7)
де J Jx y,  — моменти інерції підресореної маси трактора 
щодо осей X Y, ;  Jz  — моменти інерції трактора щодо 
осі Z;  B B1 2,   — відстань між центрами мас коліс пе-
редньої і задньої осі трактора; ′Q ijδ  — бічні сили, що ді-
ють з боку дороги на колеса; ψ θ τ, ,  — кути повороту 
підресореної маси трактора щодо координатних осей; 
a b h, ,   — координати центру підресореної маси тракто-
ра; Z  — вертикальне переміщення центру підресореної 
маси трактора; ′PTij  — гальмівні сили, що діють на ко-
леса з боку дороги (у системі координат, пов’язаній 
з трактором).
Початкові умови для вирішення рівнянь (5)—(7) 
приймемо аналогічно (4) у вигляді:
θ τ ψ θ τ ψ0 0 0 0 0 0 0( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) =   .  (8)
Бічні та гальмівні сили в нерухомій системі коорди-
нат і в системі координат, пов’язаній з трактором, зв’язані 
між собою співвідношеннями:
R P Qxij Tij ij= ′ ⋅ − ′ ⋅cos sin ;τ τδ  (9)
R Q Pyij ij Tij= − ′ ⋅ − ′ ⋅δ τ τcos sin .  (10)
Вертикальні переміщення осей трактора описуються 
рівняннями:
 для передньої осі:
z
m
R R R Rzl zn Pl Pn1
1
1 1 1 1
1
= ⋅ + − −( ) ;  (11)
 для задньої:
z
m
R R R Rzl zn Pl Pn2
2
2 2 2 2
1
= ⋅ + − −( ) ;  (12)
де m m1 2,  — маса передньої та задньої осей трактора; 
Rzij  — сили, що діють від опори на непідресорену масу.
Поворот осей трактора щодо осі, паралельної подо-
вжній осі трактора, визначається рівняннями:
 для передньої осі трактора:
β1
1
1
1
1
1
1 1 1 1
1
2 2
= ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅



J R
B
R
B
R d R dzl zn Pl Pl Pn Pn ;  (13)
 для задньої осі:
β2
2
2
2
2
2
2 2 2 2
1
2 2
= − ⋅ + ⋅ + −



J R
B
R
B
R d R dzl zn Pl Pl Pn Pn ,  (14)
де J J1 2,   — моменти інерції передньої та задньої осі щодо 
осі, паралельної подовжньої осі трактора і що проходить 
через центр мас i-ї осі.
Початкові умови для вирішення рівнянь (11)—(14):
z zj j j j0 0 0 0 0( ) = ( ) = ( ) = ( ) =β β  .  (15)
Вертикальні координати центрів коліс і швидкості їх 
переміщення визначаються з геометричних міркувань:
z z Bnj j j j= + ⋅ ⋅0 5, ;β  z z Blj j j j= − ⋅ ⋅0 5, ;β  (16)
 
z z Bnj j j j= + ⋅ ⋅0 5, ;β    z z Blj j j j= − ⋅ ⋅0 5, .β  (17)
В зв’язку з тим, що жорсткість пружних елементів 
задньої підвіски складає 12 000 кН/м, то вертикальні 
координати центрів коліс задньої осі і швидкості їх пере-
міщення доцільно представити в наступному вигляді:
z Z B bn2 20 5= + ⋅ ⋅ − ⋅, ;ψ θ  z Z B bl2 20 5= − ⋅ ⋅ − ⋅, ;ψ θ  (18)



z Z B bn2 20 5= + ⋅ ⋅ − ⋅, ;ψ θ     z Z B bl2 20 5= − ⋅ ⋅ − ⋅, .ψ θ  (19)
Позначивши вертикальні координати точок кріплен-
ня пружних елементів підвіски до осей через zPij ,  одер-
жимо вирази для переміщень і швидкостей:
z z B dPnj j j Pnj j= + ⋅ −( )⋅0 5, ;β  
z z B dPlj j j Pnj j= − ⋅ −( )⋅0 5, ;β  (20)
 
z z B dPnj j j Pnj j= + ⋅ −( )⋅0 5, ;β
 
z z B dPlj j j Pnj j= − ⋅ −( )⋅0 5, .β  (21)
Зусилля в передній підвісці RPij  задано рівнянням:
R F K FPi Pi Ai i TPi1 1 1 1 1= − − ⋅ −
ξ ,  (22)
де FPij  — сила, що утворюється пружнім елементом під-
віски; ξi1  — відносна швидкість і переміщення точок 
кріплення амортизатора і пружних елементів підвіски; 
FTPij  — сила тертя в вузлах підвіски.
Зусилля в задній підвісці доцільно представити в на-
ступному вигляді:
R RPi zi2 2= ,  (23)
Відносна швидкість і переміщення точок кріплення 
амортизатора і пружних елементів передньої підвіски:
ξ θ ψn Pn PnZ a z d1 1 1= + ⋅ − + ⋅ ;  (24)
ξ θ ψl Pl PlZ b z d1 1 1= + ⋅ − − ⋅ .  (25)
В загальному вигляді характеристику підвіски можна 
задати в наступному вигляді:
F
C
C CPi
Pij ij ij ij ij
Pij ij Bij ij ij1
2 1
1 1=
⋅ ≤ ≤
⋅ + ⋅ −
ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ
при
при
;
( ) ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ
ij ij
Pij ij Bij ij ij ij ijC C
>
⋅ + ⋅ − <



1
2 2 2
;
( ) ,при
 (26)
де CPij  — приведена жорсткість пружного елементу на 
робочому ході; CBij  — приведена жорсткість буфера об-
межувача ходу підвіски.
Вертикальні реакції (динамічні складові реакцій) Rzij на 
колесах (рис. 1) задаються співвідношенням вигляду:
R C z K zzij hij ij hij ij= − ⋅ − ⋅  ,  (27)
де Chij  — радіальна жорсткість шини, визначається як 
відношення статичного навантаження на шину до її ста-
тичної деформації; Khij  — коефіцієнт демпфування шини, 
який визначається по відомих залежностям [8], приймає-
мо постійним.
50
Восточно-Европейский журнал передовых технологий 5/4 ( 53 ) 2011
C
R
zhij
ZCTij
CTij
= ,  (28)
де RZCTij  — статичне навантаження на колесо.
Для розрахунків приймаємо постійною радіальну 
жорсткість Chij  шини, нехтуючи нелінійністю пружної 
характеристики шини і явищем гістерезису [8].
У разі відриву колеса від опорної поверхні вводиться 
додаткова умова:
R Rzij ZCTij< − ,  то R Rzij ZCTij= − .  (29) 
Особливості взаємодії коліс з дорожньою поверхнею 
визначають їх здатність створювати реакції в площині до-
роги, які обумовлюють гальмівну ефективність, стійкість 
і керованість трактора.
В роботі використана досить розповсюджена модель 
колеса, що відтворена в роботах [1—6, 8].
Математичний опис взаємодії еластичних коліс з опор-
ною поверхнею в нижче наведеній формі приведено в ро-
ботах [2, 6, 8]. У літературі [8] прийнято оцінювати зчіпні 
можливості колеса за допомогою коефіцієнтів:
ϕxij xij zijR R= ;  (30)
ϕyij yij zijR R= ,  (31)
де Rxij — реакція у повздовжній площині колеса, що ви-
значає гальмівну ефективність (рис. 2); Ryij — реакція, 
що визначає здатність колеса сприймати бічні сили без 
бічного ковзання.
 
Рис. 2.	Схема	навантаження	колеса	при	гальмуванні:	Rx,	Ry,	Rz	—	
реакції	у	контакті	з	дорогою;	RP	—	частина	сили	ваги	трактора,	
що	діє	на	колесо;	Qd	—	бічна	сила;	 ω ω,  	—	кутова	швидкість		
і	кутове	прискорення	колеса;	Vx,	Vy	—	повздовжня	та	поперечна	
швидкості	колеса;	V	—	результуюча	швидкість	колеса;		
d	—	кут	бічного	зсуву	колеса;	Mj	—	момент	сил	інерції	колеса;		
MT	—	гальмівний	момент;	Mf	—	момент	опору	коченню	колеса
Рух одиночного гальмуючого колеса описується на-
ступним виразом:
J R R r
M R R f
ij ij zij ZCTij xij dij
Tij zij ZCTij ij
Σ ⋅ = + ⋅ ⋅ −
− − + ⋅ ⋅
ω ϕ( )
( ) rdij ,  (32)
де J ijS  — момент інерції пов’язаних з колесом мас, що 
обертаються; ωij  — кутове прискорення колеса; rdij  — ди-
намічний радіус колеса; fij  — коефіцієнт опору коченню.
Загальмовування і подальше блокування колеса су-
проводжуються безперервною зміною вертикальної реак-
ції дороги Rzij  і коефіцієнта зчеплення ϕxij .  Це пов’язано 
відповідно з перерозподілом ваги трактора між осями, 
а також між правими і лівими колесами (при гальмуванні 
на повороті) і зміною відносного подовжнього (попере-
чного) ковзання колеса Sij .  Зміна реакції Rzij  може, крім 
того, відбуватися в результаті дії на колесо дорожніх не-
рівностей і коливань мас трактора.
Динамічний радіус колеса:
r r zdij CTij ij= + ,  (33)
де rCTij  — статичний радіус колеса.
Коефіцієнт зчеплення в подовжньому і поперечному 
напрямках:
ϕxij ijf S= ( ) ;  (34)
ϕyij ijf S= ( ) .  (35)
Відносне повздовжнє ковзання колеса:
S
V r
Vij
xij ij dij
xij
=
− ⋅ω
,  (36)
де ωij  — кутова швидкість колеса.
Швидкість руху трактора:
V V Xdto
t
= − ∫ 
0
.  (37)
Проекції швидкості колеса на осі X  і Y  визначають-
ся з рівнянь:
V X B exij i ij= ± ⋅ ⋅ + ⋅ + τ τ λ( , ) sin( ) ;0 5 2 2  (38)
V Y B eyij i ij= ± ⋅ ⋅ + ⋅ + τ τ λ( , ) cos( ) ,0 5 2 2  (39)
де τ  — кут повороту трактора в нерухомій системі коор-
динат;  X Y,  — проекції вектора швидкості центру під-
ресореної маси в нерухомій системі координат; λ ij  — кут 
в проекції на горизонтальну площину між подовжньою 
віссю трактора і лінією, що сполучає центр підресореної 
маси з центром ij-го колеса.
У рівняннях (38), (39) e a=  — для коліс передньої осі, 
e b=  — для коліс задньої осі. У рівнянні (38) знак «+» — 
для коліс передньої осі трактора, «–» — для коліс задньої 
осі трактора.
У рівнянні (39) знак «–» — для коліс передньої осі 
трактора, «+» — для коліс задньої осі трактора.
λ ij
jarctg
B
e
= ±
⋅



0 5,
.  (40)
У рівнянні (40) знак «–» — для лівого колеса перед-
ньої осі та правого колеса задньої осі трактора, «+» — для 
всіх інших.
У разі блокування колеса рівняння (32) замінюється 
на ωij = 0 ,  а при зниженні MTij  при заблокованому колесі 
вибирається з умови:
J R R r
M R R
ij ij zij ZCTij xij dij
Tij zij ZCTij
Σ ⋅ = + ⋅ ⋅ −
− − + ⋅
ω ϕmax(( )
( ) f rij dij⋅ , ) .0  (41)
Повздовжні та бічні реакції в контакті колеса визна-
чаються з урахуванням наступних міркувань:
51
Математика и кибернетика — фундаментальные и прикладные аспекты
 для коліс заднього моста величини реакції в си-
стемі координат, пов’язаній з колесом, такі ж, як в системі 
координат, пов’язаній з трактором:
′ =P PTi Ti2 2 ,  ′ =Q Qi iδ δ2 2 ,  (42)
де P QTij ij, d  — гальмівні та бічні сили в системі координат, 
пов’язаній з колесом;
 для передніх (керованих) коліс у разі їх повороту 
щодо подовжньої осі трактора на кут α  вирази для галь-
мівних і бічних сил приймуть вигляд:
′ = ⋅ − ⋅P P QTi Ti i i i1 1 1 1 1cos sin ,α αδ  (43)
де α i1  — кут повороту керованих коліс.
′ = − ⋅ − ⋅Q Q Pi i i Ti iδ δ α α1 1 1 1 1cos sin .  (44)
Гальмівні сили, що створюються колесами, задаються 
рівняннями вигляду:
P R R signSTij xij zij ZCTij ij= ⋅ + ⋅ϕ ( ) .  (45)
Множник sign Sij( )  введений при допущенні ізотроп-
ності властивостей шини в контакті з опорною поверхнею 
при гальмуванні та буксуванні з малими значеннями Sij 
для того, щоб врахувати зміну напряму тангенціальної 
реакції у випадку Sij < 0 ,  що можливо при повністю роз-
гальмованому колесі та гальмуванні трактора рештою 
коліс.
Максимально можлива бічна реакція колеса:
Q R Rij yij zij ZCTijδ ϕmax ( ) .= ⋅ +  (46)
Оскільки бічний зсув колеса може відбуватися як 
унаслідок його пружного бічного відведення, так і з-за 
бічного ковзання, дійсне значення бічної реакції на колесі 
визначається з умови:
Q min Q K signij ij ybij ij ijδ δ δ δ= ⋅( )max , ,  (47)
де Kybij  — коефіцієнт опору бічному відведенню.
Значення кута уводу, при якому починається бічне 
ковзання, залежить від конструкції шини, навантаження 
на неї, коефіцієнта зчеплення і ряду інших чинників. 
В загальному вигляді значення кута уводу має наступний 
вигляд:
δ τ αij i xij yijf V V= ( , , , ) .1  (48)
У разі блокування колеса (при Sij > 0 999, ) вводиться 
додаткова умова:
P P QTij Tij ij ij= +
2 2
δ δcos ;  (49)
Q P Qij Tij ij ijδ δ δ= +2 2 sin .  (50)
Якщо ωij < 0 ,  то ωij = 0 ,  якщо ωij = 0  та ωij < 0 ,  то 
ωij = 0 .
Висновки
Наведена комплексна просторова математична модель 
процесу гальмування колісного трактора Fendt 926 Vario 
дозволяє досліджувати динаміку трактора з урахуванням 
впливу непідресорених і підресорених мас, їх розташу-
вання, дії великих бічних сил, впливу трансмісії та інших 
чинників. Розроблена модель може бути використана як 
на етапі попереднього проектування, так і завершальних 
робіт трактора в цілому і окремих його систем.
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